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ͳواسع حامد نگارنده:

طول در که را ایده هایی مهم ترین و محوری ترین از ͳبرخ سپس مͳ پردازیم تقریبی الΎوریتم های مورد در اولیه تعریف چند به ابتدا جلسه این در
مͳ کنیم. ͳمعرف ساده مسئله ی Έی حل در را داریم کار و سر آن ها با درس

گذشته مباحث بر مروری ١

مدل صحیح برنامه ریزی Έی قالب در هم نیز را مجموعه ای پوشش مسئله ی آن بر علاوه پرداختیم. ͳخط برنامه ریزی مرور به ما قبل جلسه ی در
ͳخط برنامه ریزی لذا و بود خواهد مسئله این روی بر ما تمرکز جلسه این در کردیم. پیدا دست LP مسئله ی Έی به آرام سازی با آن از پس کردیم.

مͳ کنیم: تکرار زیر در را مربوطه

minimize
𝑚

∑
𝑗=١

𝑤𝑗𝑥𝑗 (١)

subject to ∑
𝑗∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑥𝑗 ≥ ١, 𝑖 = ١, … , 𝑛 (٢)

𝑥𝑗 ≥ ٠, 𝑗 = ١, … , 𝑚 (٣)

کند. مراجعه اول جلسه ی جزوه ی به مربوطه تعابیر و جزئیات دانستن برای مͳ تواند خواننده
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ابتدایی تعاریف ٢

این حل برای کارایی حل راه باشد P ≠ NP اگر بنابراین هستند. NP‐سخت٢ مͳ دانیم که دارند وجود ١ͳترکیبیات بهینه سازی در بسیاری مسائل
بیابیم جوابی باشیم، مسئله برای بهینه جواب دنبال آنکه جای به که است آن روش ها از ͳ΋ی مش΋ل این با مواجهه در داشت. نخواهد وجو مسائل
تقریبی الΎوریتم های پیدایش به منجر روش این مͳ سنجیم. هدف تابع مقدار با را ͳ΋نزدی این البته که باشد Έنزدی بهینه جواب به اندازه ای تا که

مͳ شود. بهینه سازی مسائل حل برای

آن از نمونه ۴ هر برای و باشد داشته جمله ای چند زمان اگر است بهینه سازی مسئله ی Έی برای 𝛼‐تقریب٣ الΎوریتم Έی 𝒜 الΎوریتم .١ تعریف
خاصیت است، هدف تابع بهینه ی مقدار که OPT با مقایسه در 𝒜(𝜂) ͳیعن الΎوریتم توسط شده تولید جواب در هدف تابع مقدار ،𝜂 مثل مسئله

باشد: داشته را زیر

{OPT ≤ 𝒜(𝜂) ≤ 𝛼OPT, if 𝛼 > ١;
𝛼OPT ≤ 𝒜(𝜂) ≤ OPT, if 𝛼 ≤ ١.

که است جوابی یافتن و کمینه سازی مسئله صورت باشد 𝛼 > ١ اگر که است ΀واض تعریف طبق گویند. تقریب۶ ضریب تقریب۵ نسبت را 𝛼
کوچ΋تر 𝛼 نسبت با حداکثر که است جوابی یافتن و بیشینه سازی مسئله صورت باشد 𝛼 < ١ اگر و باشد بهینه جواب از بزرگتر 𝛼 نسبت با حداکثر

باشد. بهینه جواب از
نمͳ توان بهتر ͳمشخص حد از که مͳ کنیم فکر مسائل ͳبرخ مورد در مثال برای هستند، متفاوت ی΋دیΎر با پذیری تقریب نظر از مختلف مسائل

زد. تقریب تقریبی، ضریب هر با مͳ شود را مسائل ͳبرخ مقابل در و زد تقریب را آن ها ͳوریتمΎال هیچ با

Έی 𝒜𝜖 ،𝜖 > ٠ هر برای که طوری به باشیم داشته {𝒜𝜖} مثل الΎوریتم ها از خانوادهای اگر دارد ٧PTAS Έی 𝒫 مسئله ی .٢ تعریف
باشد. 𝒫 برای باشد) بیشینه سازی 𝒫 (اگر ١)‐تقریب − 𝜖) یا باشد) کمینه سازی 𝒫 (اگر ١)‐تقریب + 𝜖)

ندارد وجود آن ها برای PTASی هیچ مͳ شود ثابت که ͳمسائل نیز و دارد وجود PTAS آن ها برای که دید خواهیم را ͳمسائل ͳآت جلسات در
باشد. P = NP آن که مΎر

ͳقطع گردکردن ٣

برنامه ریزی مسئله ی ما کنید فرض مͳ کنیم. ارائه ای مجموعه پوشش مسئله ی برای تقریبی الΎوریتم Έی ٨ ͳقطع کردن گرد از استفاده با بخش این در
یه آن از استفاده با باید حال است. آمده دست به 𝑥∗ جواب و کردیم حل را است آمده دست به مجموعه ای پوشش مسئله ی آرام سازی از که ͳخط
آن در 𝑓 که 𝑥∗

𝑗 ≥ ١/𝑓 اگر تنها و اگر مͳ کنیم انتخاب را 𝑆𝑗 مجموعه ی 𝑥∗ داشتن با کار این برای برسیم. مجموعه ها پوشش برای جواب Έی
𝑓𝑖 = |{𝑗 ∶ 𝑒𝑖 ∈ 𝑆𝑗}| کنیم تعریف اگر دقیق تر بیان به مͳ شود، ظاهر 𝑆𝑚 تا 𝑆١ زیرمجموعه های در عنصر Έی که است ͳدفعات تعداد بیشینه ی
هر برای مͳ دهیم. نمایش 𝐼 ⊆ [𝑚] با را شده انتخاب زیرمجموعه های اندیس مجموعه ی .𝑓 = max𝑖 𝑓𝑖 صورت این در ١ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 هر برای

.𝑥∗
𝑗 < ١/𝑓 اگر ̂𝑥𝑗 = ٠ و 𝑥∗

𝑗 ≥ ١/𝑓 اگر ̂𝑥𝑗 = ١ مͳ کنیم تعریف 𝑆𝑗 مجموعه ی زیر

دیΎر: عبارت به هستند، 𝐸 برای مجموعه ای پوشش Έی 𝐼 اعضای با متناظر زیرمجموعه های .٣ لم

⋃
𝑗∈𝐼

𝑆𝑗 = 𝐸

تعریف به توجه با .∑𝑗∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗
𝑥∗

𝑗 ≥ ١ پس است اولیه LP برای بهینه ͳشدن جواب Έی 𝑥∗ چون بΎیرید. نظر در را 𝑒𝑖 دلخواه عنصر اثبات.

اگر است. ١/𝑓 مساوی یا بزرگتر 𝑗 ∈ 𝑗 ∶ 𝑒𝑗 ∈ 𝑆𝑗 برای ∗𝑥ها
𝑗 از ͳ΋ی حداقل نتیجه در 𝑓𝑖 ≤ 𝑓 و 𝑓𝑖است مجموع این جملات تعداد مͳ دانیم

١combinatorial optimization also known as discrete optimization
٢NP-hard
٣𝛼-approximation
۴instance
۵approximation ratio
۶approximation factor
٧polynomial-time approximation scheme
٨determinisitic rounding
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شده پوشیده 𝑒𝑖 پس 𝑘 ∈ 𝑗 ∶ 𝑒𝑗 ∈ 𝑆𝑗 چون و است شده انتخاب 𝑆𝑘 که آن ͳیعن این و 𝑘 ∈ 𝐼 و ̂𝑥𝑘 = ١ که مͳ دانیم باشد 𝑘 آن متناظر اندیس
مͳ شوند. پوشیده 𝐸 عناصر همه ی نتیجه در است.

داشته بهینه جواب از بیشتری بسیار وزن حاصله جواب است مم΋ن اما پوشاند را 𝐸 مͳ توان 𝐼 از استفاده با که کردیم ثابت کار اینجای تا
دارد. ͳنسبت چه بهینه جواب با مقایسه در آمده دست به جواب وزن که مͳ کنیم بیان ادامه در باشد.

است. مجموعه ای پوشش مسئله ی برای 𝑓‐تقریب الΎوریتم Έی شد بیان بالا در که ͳقطع کردن گرد الΎوریتم .۴ قضیه

در ͳΎهم ها ̂𝑥𝑗 و 𝑓 𝑓𝑖ها، محاسبه ی ،LP کردن حل که مͳ کنیم دقت منظور این برای دارد. ͳخط زمان ما الΎوریتم که بΎوییم باید ابتدا اثبات.
کنیم: ثابت است ͳکاف تنها بالا، لم به توجه با است. میسر ͳخط زمان در 𝐼 تش΋یل نتیجه در و است پذیر ام΋ان ͳخط زمان

∑
𝑗∈𝐼

𝑤𝑗 ≤ 𝑓.OPT

𝑥𝑗ها، تمام بودن ͳنامنف به توجه با پس .١ ≤ 𝑓𝑥∗
𝑗 داریم 𝑗 ∈ 𝐼 هر برای مͳ دانیم تعریف طبق است. بهینه مجموعه ای پوشش وزن OPT که

نوشت: مͳ توان 𝑓 و 𝑤𝑗ها

∑
𝑗∈𝐼

𝑤𝑗 ≤
𝑚

∑
𝑗=١

𝑤𝑗(𝑓𝑥∗
𝑗)

= 𝑓
𝑚

∑
𝑗=١

𝑤𝑗𝑥∗
𝑗

= 𝑓.𝑍∗
LP

= 𝑓.OPT

دو توسط دقیقا یال هر که چرا است ٢‐تقریب الΎوریتم Έی شده ͳمعرف ͳقطع گردکردن الΎوریتم ،ͳرأس پوشش مسئله ی در قضیه این طبق
.𝑓 = ٢ نتیجه در و 𝑓𝑖 = ٢ مͳ دانیم 𝑖 هر برای پس شده است پوشیده رأس

مͳ دانیم اساس این بر و کنیم محاسبه ͳراحت به را 𝛼 = ∑𝑗∈𝑖 /𝑍∗
LP نسبت مͳ توانیم 𝐼 آوردن دست به و الΎوریتم اجرای از پس که کنید دقت

است، ساده 𝑥∗ جواب و 𝐼 داشتن با 𝛼 محاسبه ی چون به است مم΋ن و 𝛼 ≤ 𝑓 مͳ دانیم بالا اثبات به توجه با .∑𝑗∈𝐼 ≤ 𝛼𝑍∗
LP ≤ 𝛼OPT که

باشیم. داشته خاص مورد هر در خود تقریب برای بهتری ͳگارانت است مم΋ن

دوگان جواب کردن گرد ۴

اندازه ی به 𝑒𝑖 عنصر هر کنید فرض بود. خواهد کارگشا تقریبی الΎوریتم آوردن دست به در آمده دست به LP مسئله ی دوگان به توجه اوقات از ͳخیل
با زیرمجموعه هایی توسط بتوانند عناصر از ͳبعض که است ͳطبیع شود. پوشیده مجموعه ای پوشش Έی وسیله ی به تا دارد بر در هزینه 𝑦𝑖 ≥ ٠
هزینه عناصر به گونه ای به مͳ خواهیم باشند. داشته شدن پوشیده برای بالا وزن با زیرمجموعه های به نیاز اعضا از ͳبرخ و شوند پوشیده کم وزن
وزن از زیرمجموعه Έی اعضای هزینه ی مجموع که است معقول بپردازند. بیشتری هزینه ی دوم نوع عناصر و کمتر اول نوع عناصر که کنیم تحمیل
به قید Έی 𝑆𝑗 زیرمجموعه ی هر با متناظر پس پوشانده ایم! را آن اعضای ͳتمام زیرمجموعه، آن وزن هزینه ی پرداخت با ما زیرا نباشد، بیشتر آن

مͳ کنیم: تعریف زیر صورت
∑

𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑦𝑖 ≤ 𝑤𝑗

مͳ شود: بیان زیر ͳخط برنامه ریزی صورت به کرد دریافت عناصر مجموع از مͳ توان که هزینه ای مقدار بیشترین
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maximize
𝑛

∑
𝑖=١

𝑦𝑖 (۴)

subject to ∑
𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑦𝑖 ≤ 𝑤𝑗, 𝑗 = ١, … , 𝑚 (۵)

𝑦𝑖 ≥ ٠, 𝑖 = ١, … , 𝑛 (۶)

آرام سازی اولیه ی مسئله ی دوگان صورت بندی بالا LP که کنید تحقیق است شده آورده اول جلسه ی در که دوگان تعریف به توجه با .١ تمرین
است. مجموعه ای پوشش شده ی

Έکم با حال .∑𝑛
𝑖=١ 𝑦𝑖 ≤ 𝑧∗

LP ≤ 𝑂𝑃𝑇 داریم 𝑦 مثل دوگان ͳشدن جواب هر برای مͳ دانیم ضعیف ͳدوگان قضیه ی به توجه با
تمام حال باشد. دوگان برای بهینه جواب Έی 𝑦∗ کنید فرض مͳ دهیم. ارائه مجموعه ای پوشش مسئله ی برای دیΎری تقریبی الΎوریتم دوگان
𝐼′ شده انتخاب زیرمجموعه های اندیس مجموعه ی دیΎر بیان به مͳ کنیم. انتخاب را است فعال دوگان در آن ها متناظر قیود که زیرمجموعه هایی

است. 𝑓‐تقریب Έی هم الΎوریتم این که مͳ کنیم ثابت زیر لم Έکم با .∑𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗
𝑦∗

𝑖 = 𝑤𝑗 که است 𝑗هایی شامل که است

دیΎر: عبارت به هستند، 𝐸 برای مجموعه ای پوشش Έی 𝐼′ اعضای با متناظر زیرمجموعه های .۵ لم

⋃
𝑗∈𝐼′

𝑆𝑗 = 𝐸

داریم: است، 𝑒𝑘 شامل که 𝑆𝑗 زیرمجموعه ی هر برای صورت این در است. نشده پوشیده که دارد وجود 𝑒𝑘 کنید فرض اثبات.

∑
𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑦∗
𝑖 ≤ 𝑤𝑗 (٧)

تعریف صورت این به را 𝑦′ حال .𝜖 > ٠ مͳ دانیم ٧ به توجه با مͳ کنیم. تعریف 𝜖 = min𝑗∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗
(𝑤𝑗 − ∑𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑦∗
𝑖) صورت به را 𝜖

که چرا است دوگان برای ͳشدن جواب Έی نیز 𝑦′ صورت این در برابرند. ی΋دیΎر با 𝑦′ و 𝑦∗ مؤلفه ها بقیه ی در و 𝑦′
𝑘 = 𝑦∗

𝑘 + 𝜖 که مͳ کنیم
داریم: باشد 𝑒𝑘 ∈ 𝑆𝑗 که 𝑆𝑗 هر با متناظر قید هر برای

∑
𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑦′
𝑖 = 𝜖 + ∑

𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑦∗
𝑖 ≤ 𝑤𝑗

داریم:’ باشد 𝑒𝑘 ∉ 𝑆𝑗 که 𝑆𝑗 هر برای و
∑

𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑦′
𝑖 = ∑

𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑦∗
𝑖 ≤ 𝑤𝑗

∑𝑛
𝑖=١ 𝑦′

𝑖 = داریم دیΎر سوی از است. ͳشدن جواب Έی 𝑦′ پس مͳ شوند ارضا دوگان قیود همه ی پس هستند مثبت 𝑦′ مؤلفه های همه ی نیز و
ندارد. وجود نشده ای پوشیده عنصر هیچ نتیجه در دارد، تناقض 𝑦∗ بودن بهینه با موضوع این که 𝜖 + ∑𝑛

𝑖=١ 𝑦∗
𝑖

است. مجموعه ای پوشش مسئله ی برای 𝑓‐تقریب Έی شد تعریف بالا در که دوگان گردکردن الΎوریتم .۶ قضیه

داریم: گرفتیم، نتیجه ضعیف ͳدوگان قضیه ی از آنچه و 𝐼′ تعریف به توجه با اثبات.

∑
𝑗∈𝐼′

𝑤𝑗 = ∑
𝑗∈𝐼′

∑
𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

𝑦∗
𝑖

=
𝑛

∑
𝑖=١

|{𝑗 ∈ 𝐼′ ∶ 𝑒𝑖 ∈ 𝑆𝑗}|𝑦∗
𝑖

≤
𝑛

∑
𝑖=١

𝑓𝑖𝑦∗
𝑖

≤ 𝑓
𝑛

∑
𝑖=١

𝑦∗
𝑖

≤ 𝑓OPT

۴



١٣٩۶ پاییز تقریبی، الΎوریتم های تولید در ͳریاض برنامه ریزی کاربرد تقریبی الΎوریتم های بر مقدمه ای ‐ دوم جلسه

به توجه با پس مͳ کنند. صدق ͳلنگ مل΋مل شرایط در پس هستند آن دوگان و اولیه مسئله ی بهینه ی جواب های 𝑦∗ و 𝑥∗ که این به توجه با
که 𝑗 هر برای که داریم دقت .𝑗 ∈ 𝐼′ نتیجه در است فعال 𝑆𝑗 زیرمجموعه ی متناظر قید باشد، 𝑥∗

𝑗 > ٠ که 𝑗 هر برای ͳلنگ م΋مل قضیه ی
پس: 𝑥∗

𝑗 ≥ ٠ حتما باشد 𝑥∗
𝑗 ≥ ١/𝑓

𝑗 ∈ 𝐼 → 𝑗 ∈ 𝐼″

آمده دست به مجموعه ای پوشش مساوی یا بزرگتر همیشه دوم الΎوریتم با متناظر مجموعه ای پوشش وزن که است ͳمعن این به که 𝐼 ⊆ 𝐼 نتیجه در
است. قبل بخش الΎوریتم از

اولیه‐دوگان روش ۵

به ͳخط برنامه ریزی اگرچه دارند. ͳخط برنامه ریزی Έی حل به نیاز که است آن شدند، مطرح قبل بخش های در که ͳوریتمΎال دو هر ضعف Έی
برنامه ریزی Έی حل جای به که است آن بخش این ͳاصل ایده ی هستند. سریع تر بسیار منظوره خاص الΎوریتم های عموما اما است حل قابل سرعت
و است LP Έی حل از ساده تر بسیار ͳشدن جواب این کردن پیدا دهد. انجام آن روی بر را گردکردن و کند پیدا مناسب ͳشدن جواب Έی ،ͳخط

مͳ شود. منجر سریع تری بسیار الΎوریتم های به
برای ͳویژگ این که ∑𝑛

𝑖=١ 𝑦𝑖 ≤ OPT که بود این ͳ΋ی استفاده مورد ویژگͳ های نکردیم. ͳچندان استفاده ی 𝑦∗ بودن بهینه از ما قبل بخش در
مجموعه ای پوشش Έی مͳ گرفتیم نظر در را فعال قیدهای با متناظر 𝑆𝑗های ͳوقت که بود این دیΎر ͳویژگ است. برقرار ͳشدن جواب های همه ی
برای ͳشدن جواب الΎوریتم Έی اگر پس شد. پیش بخش الΎوریتم بودن 𝑓‐تقریب اثبات به منجر ی΋دیΎر کنار در واقعیت دو این مͳ شد. حاصل

بود. خواهد 𝑓‐تقریب Έی الΎوریتم این بدهد، مجموعه ای پوشش Έی تش΋یل آن فعال قیدهای اندیس که دهد دست به دوگان
است قیدهایی اندیس بیانگر 𝑇 که 𝑇 = {𝑗 ∶ ∑𝑖∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗𝑦𝑖=𝑤𝑗

} مͳ کنیم تعریف داریم. 𝑦 ͳشدن جواب Έی ما کنید فرض حال

خواهد وجود 𝑒𝑖 مثل عنصر Έی اینصورت غیر در رسیده ایم. نظر مورد جواب به که باشد مجموعه ای پوشش Έی 𝑇 اگر هستند. فعال که
علاوه و بماند ͳباق ͳشدن جواب که گونه ای به داد افزایش 𝜖 > ٠ اندازه ی به را 𝑦𝑖 مͳ شود ۵ لم اثبات طبق است. نشده پوشیده که داشت
𝑗 = و 𝜖 = min𝑗∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗

(𝑤𝑗 − ∑𝑘∶𝑒𝑘∈𝑆𝑗
𝑦𝑘) دقیق تر صورت به شود. فعال 𝑒𝑖 شامل مجموعه ی Έی با متناظر قید Έی حداقل آن بر

مجموعه ی به 𝑒𝑖 ،𝑇 به 𝑗 شدن اضافه با صورت این به شد. خواهد فعال 𝑆𝑗 با متناظر قید نتیجه در و argmin𝑗∶𝑒𝑖∈𝑆𝑗
(𝑤𝑗 − ∑𝑘∶𝑒𝑘∈𝑆𝑗

𝑦𝑘)
مͳ شود. اضافه شده پوشیده عناصر

جواب Έی 𝑦 تقدیر این به که دارید دقت مͳ گیریم. نظر در ٠ بردار را 𝑦 ابتدا که مͳ کنیم اجرا صورت این به را سوم الΎوریتم مقدمه این با
فعال قیدهای اندیس مجموعه ی 𝐼″ که 𝐼″ = ∅ نتیجه در و بود نخواهند پوشیده صورت این به نیز عناصر از کدام هیچ حال عین در است. ͳشدن
و مͳ کنیم بزرگتر 𝑦 در را آن متناظر مؤلفه ی شد گفته آنچه طبق دارد، وجود نشده ای پوشیده عضو که ͳزمان تا حال است. 𝑦 جواب با دوگان در
ͳ΋ی حداقل بار هر و است محدود عناصر تعداد که چرا مͳ یابد خاتمه حتما الΎوریتم این مͳ افزاییم. 𝐼″ به را شده فعال قید با متناظر زیرمجموعه ی

مͳ شود. پوشیده عناصر از

است. مجموعه ای پوشش مسئله ی برای 𝑓‐تقریب Έی شد تعریف بالا در که اولیه‐دوگان الΎوریتم .٧ قضیه

.۶ قضیه ی اثبات مشابه اثبات.

مراج΄ ۶

درس ͳاصل کتاب .١

ویͳ΋ پدیا در تقریبی الΎوریتم های صفحه ی .٢

۵
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