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تقریبی الͽوریتم های تولید در ریاضͬ برنامه ریزی کاربرد
فروغمنداعرابی محمدهادی

١٣٩۶ پاییز

ͷمتری و برش ها
بیستم جلسه

نژاد فاطمͬ فائزه نگارنده:

ͬ کنیم. م حل خطͬ برنامه ریزی از استفاده با را کمینه طرفه چند برش مساله جلسه این در

کمینه طرفه چند برش مسأله ١
مشخص 𝑠١, 𝑠٢, ..., 𝑠𝑘با و ͬ نامیم م ویژه را آن رأس های از تا 𝑘 و دارد را 𝑐𝑒 ≥ ٠ وزن آن یال هر که داریم را 𝐺 = (𝑉 , 𝐸) جهت بدون گراف
وزن مجموع و باشند نداشته قرار همبندی مؤلفه ͷی در ويژه ای رأس  دو هیچ که طوری به کنیم حذف را آن یال های از تعدادی ͬ خواهیم م ͬ کنیم. م

باشد. کمینه شده حذف یال های
الͽوریتم نکته این از استفاده با ͬ آمد. م دست به راحتͬ به بهینه جواب و ͬ کردیم م استفاده کمینه برش الͽوریتم از داشتیم ویژه رأس دو فقط اگر

ͬ آوریم. م دست به را زیر تقریبی
:𝑘 ١تا بین 𝑖 هر به ازای

کن اجرا 𝑠𝑖 روی را کمینه برش الͽوریتم و کن ترکیب را 𝑠𝑖 جز به ويژه راس های همه

بده قرار 𝐹𝑖 مجموعه در را آمده دست به یال های

برگردان. جواب عنوان به را 𝐹 = ⋃ 𝐹𝑖 مجموعه
تحلیل:

است. ٢‐تقریب الͽوریتم این

١



١٣٩۶ پاییز تقریبی، الͽوریتم های تولید در ریاضͬ برنامه ریزی کاربرد ͷمتری و برش ها ‐ بیستم جلسه

بهترین کمینه برش الͽوریتم زیرا 𝑐(𝐹𝑖) ≤ 𝑐(𝐹 ∗
𝑖 ) ͬ دانیم م و ͬ آید م 𝐹ها ∗

𝑖 از تا دو در حداکثر بͽیرید نظر در که را 𝐹 ∗ = ⋃ 𝐹 ∗
𝑖 عضو یال هر

بنابراین: ͬ کند. م پیدا 𝑠𝑖 هر برای را جواب
𝑘

∑
𝑖=١

𝑐(𝐹𝑖) ≤
𝑘

∑
𝑖=١

𝑐(𝐹 ∗
𝑖 ) ≤ ٢𝑐(𝐹 ∗) = ٢𝑂𝑃𝑇

است. متصل 𝑠𝑖 جز به ویژه راس های همه یال∞به با که گرفت نظر در را 𝑡 فرضͬ راس توان مͬ مرحله هر در ویژه راس های ترکیب برای
نباشد. متصل دیͽری ویژه راس  هیچ با 𝑠𝑖 که طوری به ͬ آورد م دست به را یال ها از مجموعه ارزان ترین 𝑡 و 𝑠𝑖 بین کمینه برش الͽوریتم

ͷی همچنان دهیم، قرار 𝐹𝑖ها از تا 𝑘 − ١ اجتماع برابر را 𝐹 مجموعه اگر کرد. بهتر کمͬ را تقریب ضریب ͬ توان م الͽوریتم در جزئͬ تغییر با
حداقل ها 𝐹𝑖 هزینه بیشترین ͬ کنیم. م حذف 𝐹 از (𝐹𝑘کنید دارد(فرض را هزینه بیشترین که 𝐹𝑖ای آن پس آورده ایم. دست به مساله برای شدنͬ جواب

: بنابراین است. 𝐹 هزینه ١
𝑘 برابر

𝑘−١
∑
𝑖=١

𝑐(𝐹𝑖) ≤
𝑘−١
∑
𝑖=١

𝑐(𝐹 ∗
𝑖 ) ≤ ١)٢ − ١

𝑘)𝑐(𝐹 ∗) = ١)٢ − ١
𝑘)𝑂𝑃𝑇

است. تقریب ١)٢ − ١
𝑘 ) الͽوریتم و

بر در را ویژه رأس ͷی دقیقا مولفه هر که طوری به کنیم افراز همبندی مولفه 𝑘 به را گراف رأس های که باشد این تواند مͬ مسأله از دیͽری تعبیر
باشد. کمینه متفاوت اند مولفه دو از آن ها سر دو که یال هایی مجموع و بͽیرد

خطͬ برنامه ریزی

𝑚𝑖𝑛 ١
٢ ∑

𝑒
𝑐𝑒 ∑

𝑖
𝑧𝑖

𝑒

𝑧𝑖
𝑒 ≥ 𝑥𝑖

𝑢 − 𝑥𝑖
𝑣, ∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸, ∀𝑖

𝑧𝑖
𝑒 ≥ 𝑥𝑖

𝑣 − 𝑥𝑖
𝑢, ∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸, ∀𝑖

∑
𝑖

𝑥𝑖
𝑣 = ١, ∀𝑣 ∈ 𝑉

𝑥𝑖
𝑠𝑖

= ١, 𝑖 ∈ [𝑘]
٠ ≤ 𝑥𝑖

𝑣, 𝑖 ∈ [𝑘]

𝑥𝑠𝑖
= 𝑒𝑖 که ͬ بینیم م بͽیریم نظر در 𝑘تایی بردارهای را 𝑥𝑣 خیر.اگر یا دارد قرار 𝑖 همبندی مولفه در 𝑣 رأس که است این نشان دهنده 𝑥𝑖

𝑣 متغیر
ͬ شود: م نوشته زیر صورت به خطͬ برنامه ریزی ∑𝑖 𝑧𝑖

𝑒 = ||𝑥𝑣 − 𝑥𝑢||١ که آنجا از و

𝑚𝑖𝑛 ١
٢ ∑

𝑒
𝑐𝑒||𝑥𝑣 − 𝑥𝑢||١

𝑥𝑠𝑖
= 𝑒𝑖, 𝑖 ∈ [𝑘]

𝑥𝑢 ∈ ∆𝑘

مجموع داریم قصد باشد. برابر١ است ||𝑥𝑢||١ همان که آن ها مولفه های قدرمطلق جمع حاصل که است ℝ𝑘عضو بردارهای تمام مجموعه ∆𝑘 که
باشد.پس کمتر آن سر دو ||𝑥𝑢 − 𝑥𝑣||١ باشد، بزرگتر یالͬ 𝑐𝑒 چقدر هر ͬ دهیم م ترجیح کردن گرد در بنابراین کنیم کمینه را برش در واقع یال های

ͬ کنیم: م استفاده زیر الͽوریتم از خطͬ برنامه ریزی این حل از
الͽوریتم:

کن انتخاب تصادفͬ طور به را یͺنواخت توزیع با (٠،١] بازه در 𝑟 عدد الف)
بده قرار 𝜋 در و کن انتخاب 𝑘 تا ١ از تصادفͬ جایͽشت ͷی ب)

: 𝑘 تا از١ 𝑖 هر پ)برای
بده قرار 𝑟 طول به گوی ͷی 𝑠𝜋(𝑖) هر دور

بده قرار 𝜋(𝑖) مولفه در را ||𝑥𝑠𝜋(𝑖)
− 𝑥𝑣||١ ≤ 𝑟و نگرفته اند قرار مولفه ای هیچ در حال به تا که رأس هایی تمام

بده قرار 𝜋(𝑘) مولفه در را نشده اند داده نسبت مولفه ای هیچ به که رأس هایی تمام ت)

٢



١٣٩۶ پاییز تقریبی، الͽوریتم های تولید در ریاضͬ برنامه ریزی کاربرد ͷمتری و برش ها ‐ بیستم جلسه

برگردان. جواب عنوان به را دارد قرار متمایز مولفه دو در آن ها سر دو که یال هایی تمام شامل 𝐹 مجموعه ج)

الͽوریتم: تحلیل
کنیم. محاسبه را هزینه امید ͬ خواهیم م

E[𝑊] = ∑
𝑒

𝑐𝑒ℙ𝑟[𝑒 ∈ 𝐹 ]

دهنده نشان 𝑋𝑒
𝑖 همچنین است. بیفتد 𝐵(𝑠𝑖, 𝑟) در 𝑒 سر دو از ͬͺی که 𝑖 اولین نمایانگر 𝑆𝑒

𝑖 و ͬ دهیم م نشان 𝐵(𝑠𝑖, 𝑟) صورت به را گوی ها
داریم: . |𝐵(𝑠𝑖) ∩ 𝑥𝑣, 𝑥𝑢| = ١ که است این

ℙ𝑟[𝑋𝑒
𝑖 ] = |𝑥𝑖

𝑣 − 𝑥𝑖
𝑢| ≤ ١

٢ ||𝑥𝑢 − 𝑥𝑣||١
ℙ𝑟[(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸] = ∑ ℙ𝑟[𝑆𝑒

𝑖 ∧ 𝑋𝑒
𝑖 ]

داریم: باشد 𝑣 یا 𝑢 از ͬͺی به 𝑠 نزدیͺترین اندیس 𝑙 اگر

ℙ𝑟[𝑋𝑒
𝑖 ∩ 𝑆𝑒

𝑖 ] = ℙ𝑟[𝑋𝑒
𝑖 ∩ 𝑆𝑒

𝑖 بیاید| 𝜋 در 𝑖 از قبل 𝑙]ℙ𝑟[بیاید 𝜋 در 𝑖 از قبل 𝑙]+
ℙ𝑟[𝑋𝑒

𝑖 ∩ 𝑆𝑒
𝑖 بیاید| 𝜋 در 𝑖 از بعد 𝑙]ℙ𝑟[بیاید 𝜋 در 𝑖 از بعد 𝑙]

بنابراین: است. صفر برابر نیز اول ͬ آید.قسمت م 𝑖 از بعد 𝑙 ١٢ احتمال به است تصادفͬ جایͽشت چون

ℙ𝑟[𝑋𝑒
𝑖 ∩ 𝑆𝑒

𝑖 ] ≤ ١
٢ℙ𝑟[𝑋𝑒

𝑖 ∩ 𝑆𝑒
𝑖 بیاید| 𝜋 در 𝑖 از بعد 𝑙] = ١

٢ℙ𝑟[𝑋𝑒
𝑖 ] = ١

٢ |𝑥𝑖
𝑢 − 𝑥𝑖

𝑣|

: با است برابر باشد برش در واقع یال (𝑢, 𝑣) اینکه احتمال پس
𝑘

∑
𝑖=١

ℙ𝑟[𝑆𝑒
𝑖 ∧ 𝑋𝑒

𝑖 ]

= ١
٢ ∑

𝑖≠𝑙
|𝑥𝑖

𝑣 − 𝑥𝑖
𝑢| + |𝑥𝑙

𝑣 − 𝑥𝑙
𝑢|

= ١
٢ ||𝑥𝑖

𝑣 − 𝑥𝑖
𝑢||١ + ١

٢ |𝑥𝑙
𝑣 − 𝑥𝑙

𝑢|

≤ ٣
۴ ||𝑥𝑖

𝑣 − 𝑥𝑖
𝑢||١

داریم: نتیجه در

E[𝑊] ≤ ٣
۴ ∑

𝑒
𝑐𝑒||𝑥𝑖

𝑣 − 𝑥𝑖
𝑢||١

≤ ٣
٢ . ١

٢ ∑
𝑒

𝑐𝑒||𝑥𝑖
𝑣 − 𝑥𝑖

𝑢||١

≤ ٣
٢𝑂𝑃𝑇

است. ‐تقریب ٣٢ الͽوریتم این پس

٣


	مسأله برش چند طرفه کمینه

