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ترکیبیاتͬ بهینه سازی
فروغمنداعرابی محمدهادی

١٣٩٧ بهار

گردش ها و جریان بیشینه مسئله ی
هجدهم جلسه

سلامتیان بهار سالاری، محمدهادی نگارنده:

قبل جلسه ی مباحث ادامه ی ١
لم:

𝜇(𝐷′) = 𝜇(𝐷) داریم آنگاه 𝐷′ = (𝑉 , 𝐴 ⋃ 𝛼(𝐷)−١) اگر باشد. شده داده 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑉 و باشد جهت دار گراف ͹ی D=(V, A) کنید فرض
.𝛼(𝐷′) = 𝛼(𝐷) و

قضیه:
است. |V||A| حداکثر الͽوریتم تکرارهای تعداد کنیم، انتخاب را افزایشͬ را مسیر کوتاه ترین مرحله هر در اگر

اثبات:
.𝜇(𝐷𝑓′) ≥ 𝜇(𝐷′) = 𝜇(𝐷𝑓) و 𝐷𝑓′ ⊆ 𝐷′ اینصورت در باشد. f’ بعدی جریان و باشد f اولیه جریان کنید فرض

.𝛼(𝐷𝑓′) ⊆ 𝛼(𝐷′) = 𝛼(𝐷𝑓) آنگاه 𝜇(𝐷𝑓′) = 𝜇(𝐷𝑓) اگر
صورت به مرحله هر در (𝜇(𝐷𝑓), −|𝛼(𝐷𝑓)|) که ͬ گیریم م نتیجه نیست، 𝐷𝑓′ در و است 𝐷𝑓 در که دارد وجود P در یال ͷی حداقل چون

است. |V||A| برابر مراحل کل تعداد پس ،|𝛼(𝐷𝑓)| ≤ |𝐴| و 𝜇(𝐷𝑓) < |𝑉 | ،f هر ازای به چون همچنین میابد. افزایش اکیدا الفبایی،

١
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داده شده است. نشان 𝐷𝑓 گراف تغییرات و یافته شده مسیر کوتاه ترین مرحله هر در
:١ مرحله
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گردش ها ٣
(circulation): گردش

باشیم: داشته رأس هر برای اگر ͬ نامیم، م گردش را 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝑅 باشد.تابع جهت دار گرافͬ 𝐷 = (𝑉 , 𝐴) کنید فرض

∑
𝑎∈𝛿𝑖𝑛(𝑣)

𝑓(𝑎) = ∑
𝑎∈𝛿𝑜𝑢𝑡

𝑓(𝑎)

قضیه:
برای کافͬ و لازم شرط باشد. 𝑑(𝑎) ≤ 𝑐(𝑎) a یال هر ازای به که به طوری 𝑑, 𝑐 ∶ 𝐴 → 𝑅 و باشد جهت دار گرافͬ 𝐷 = (𝑉 , 𝐴) کنید فرض

که طوری به f گردش وجود
𝑑(𝑎) ≤ 𝑓(𝑎) ≤ 𝑐(𝑎) (∗)

که: است این
∀𝑈 ⊆ 𝑉 ∶ 𝑑(𝛿𝑖𝑛(𝑈)) ≤ 𝑐(𝛿𝑜𝑢𝑡(𝑈))

بودن: لازم اثبات
بنابراین: ͬ کند م صدق ∗ نامعادله ی در f گردش کنید فرض مسئله، شرط بودن لازم اثبات برای

𝑑(𝛿𝑖𝑛(𝑈)) ≤ 𝑓(𝛿𝑖𝑛(𝑈)) = 𝑓(𝛿𝑜𝑢𝑡(𝑈)) ≤ 𝑐(𝛿𝑜𝑢𝑡(𝑈))

بودن: کافͬ اثبات
∑𝑢∈𝑉 ,𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠(𝑢)≥٠ 𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠(𝑢) که بͽیرید درنظر گونه ای به را 𝑑 ≤ 𝑓 ≤ 𝑐 جریان ندارد. وجود گردش اما است برقرار بالا شرط کنید فرض

میͺنیم: تعریف .( 𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠(𝑢) = ∑𝑎∈𝛿𝑖𝑛(𝑢) 𝑓(𝑎) − ∑𝑎∈𝛿𝑜𝑢𝑡(𝑢) 𝑓(𝑎) ) شود. کمینه

𝑆 ∶= {𝑢|𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠(𝑢) < ٠} 𝑎𝑛𝑑 𝑇 ∶= {𝑢|𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠(𝑢) > ٠}

( 𝐷𝑓 گراف (در باشد. داشته وجود مسیر آن ها به S مجموعه ی رأس های از که ͬ گیریم م نظر در رأس هایی مجموعه ی را 𝑈
.𝑈 ∩ 𝑇 = ∅ داریم: درنتیجه

٠ ≤ 𝑑(𝛿𝑖𝑛(𝑈)) − 𝑐(𝛿𝑜𝑢𝑡(𝑈)) = 𝑓(𝛿𝑖𝑛(𝑈)) − 𝑓(𝛿𝑜𝑢𝑡(𝑈)) = ∑𝑣∈𝑈 𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠(𝑢) ≥ ٠ پس
ͬ شود. م ثابت حͺم و بوده تناقض این که
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